













1. In verband n1et een opdracht werden twee grootheden tegelijk 
aan een topstroking onderworpen. Beide waren gegeven als £unctie 
van At en Ht~OP gelijke intervallen\als volgt: 
waarb 1 j Ht ::•== 
voor te stellen door vierde-graadspolynornen: 
p,q pq 
De 15 "" werden bepaald met behulp van de methode der 
kleinste quadraten, hetgeen leidde tot 15 lineaire vergelijkingen in 
.. 
n p., q n 
Het aantal gegeven functiewaarden n ··· 55. 
In matrix-notatie luiden de vergelijking1e11·1 2 
3 
De matrix 
15 X 15 
rne t e le men ten 
en s:ymrnetrisch. 
kolom der te bepalen is de 




van de r~chterleden der vergelijkingen. 
va11 3 · kan nu gesoh1'."even warden als 
-1 
dus eenmaal 
gei.nverteerd zou zijn, kon elke op deze wijze gegeven 
kelijk gestrookt word.en. 
ctie gen~\ak-
2. De inversie 
uitgevoerd 
var1 werd volgens een der gebr,1.ikelijke method.en 
Fox., L., 1950, J.R.Statist.Soc., Ser.B, 12, 120.· .• 
Pe elementen van - liepen ze,er uiteen in grootte en nar n van links 
, 
bova1 · ·~ rechts ender een aantal machten va1"'1 1 O toe: 
• 
• 
Ze warden gesohreven 
len. Voor - was dus 
2 
8 als a = · .10 met 1: ........ < 10 en.· in 7 decima· mn .. 
1 ~ S ~ 13. Voor de inverse matrix bleek 
tot 6 decimalen werden verkregen. 
De bekende terrnen werden eveneens in deze vorm geachreven, waar-
na volgens · 4 . door scalaire verrnenigvuld1g1ng van '"'met de kolo, ~ .• n 
van pq 
15 15 s t . 
-1 .. r O r • a C r· 1 O · = 00 C: r· 1 r,1. r 
r=1 r==1 
15 8 +t 15 
I • t • 




dat s + t r r ' = 4 a 5; de fact•or W•erd daarom voor 
geplaatst en een 
15" 
I t 
eventuele factor 10 in ._ onder•• 
·r 
was echter -, J tot in 5 deci1nalen nul., 
r 
r 1 
Eenzelfde verschijnsel trad voor de anderc ooefficienten op. 
Ge~i-en de vrij grote precisie, waarmee het prooes was uitgevoerd, 
was di t .een vreemd rs.esul taat. Het berckenen va11 een zesde decimaal 
zou geen zin gehad hebben, o at het da1·l verkregen resultaat van 
de grootte-orde der afrondingsfouten zou z1jn. 
3. Om een inzicht in dit verschijnsel te krijgen1 werd eerst een 
.,.,,. ,,,, 
soortgelijk probleem behandeld in een dimensie. Een der grootheden 
was n.l. nagenoeg onafhankelijk van Ht en dus van z. Getracht werd 
nu een polynoom 
te leggen door de I'u.nctiewaarden bij Ht 
coeffic ienten zal ongeveer ge lden bk .... 
Dit leidde tot de vergelijkingen 
♦ 
' 
5 21 stuks . Voor deze 
waarin een matrix van . 5 x 5 1s, analoog aa:r1 
de 
de kolom der bekende termen, analoog aan 
De oplossing van 6 is 
• • 
De berekening werd tweemaal u1 tgevoerd: 
- 3 -




b rnet de matrix ........ , uit ...... verkregen door z1jn rijen en kolon1nen 
.,,, 
met zodat:'1ige machten van 1 O te ve1,1ienigvuldigen., dat de ele-
menten van ongeveer gelijke grootte-orde werden en wel was 
Deze behandeling komt er op neer., dat 1.p.v. ·7 de oploss1··•·.· ge-
sch ·ven wordt 
.. 
. .. 
waarin ·· een diagonaal1natrix is, waarvan de elementen maohten van 
10 zijn. 
Beide berekeningen voerden tot een reaultaat., dat minder overeen-
etemt, naarmate_de coefficienten 11 hoger'1 z1jn. Er werd.en 5 tot 7 
c ijfers meegenoriien. Op grond hierva11 kan 1nen een z•elatieve fout va11 
1 · · ·· voor de lagere tot 1 O voor de hogere coe ffic ienten verwaohten. 
Berekening met 1uatrix 
coefficienten 
aansluiting aan 




-1 O. 757. 1 O 
. l.t · -2 O. 41-9'9 .10 
- 0 .150 .10 -3 
5 u At =0.7 o.68 






O. 379 .1 O 
. -5 0 .176 .1 O 
0.69 
;.68 
De tweede rnothode geeft dus beter aan de gegevens aansluitende 
waarden. De controle-checks Wf\rden bij be1de berekeningen ui . evo.erd.; 
bij de getransfo11noerde matrix was de afwiJking + 0 .25, bij de 
eerste werd de check zinloos., doordat de signifioante cijfers weg-
vielen. De tweede rnethode lijkt het dus in nauwkeur1gheid te w1nnen 
van de eerste. 
Be1-ekening met een derde-graadsvorn1 braoht niets nieuws aan het 
licht . 
• 
4. Gezien dit voorlopige resultaat, leek het 
matrix --- opnieuw te inverter;en, nu eohter, na 
behandeling met machten van 10 te hebben late~ 
de moeite waard., de 
hem de in 3. gen<>e1 •• ,:e 
.. ~an. lilerd.()(),r 
werd getrans:Cormeerd tot 
het kleinste element 




De elementen werden nu steeds 1r1et een consta.r1t aantal decirnalen ge-
schreven i.p .. v. met een constant aaz1tal cijfers, zoa.ls eerat. En 
significante c1Jfers tegen elkaar wegvielen, bleef er voldoende 
nauwkeurigheid over om van een zinvol resultaat te nen spreken. 
de aansluiting aan de gegeven waarden, zeals uit onderstaande voor-

















: .o 36.0 
3.702 0.699 
3.7 0.7 
Het is nu wel duidelijk, waarom in 2.geen t-eaultaat verkregen kon 
worden: de coefficienten __ c1Jfers na de 
, 5 decimalen, die vroeger berekend war,en. 
Zo is bijv. - 0.0586 - 0.0000005-00 
0 .. 00000 
War~n indertijd drie dee imalen meer meegenomen, dus was _ in 1 O in 
plaats van in 7 decimalen geschreven, dan zou er inderdaad een uit-
komst verkregen zijn .. Er is dus wel zeer veel var1 de p1-ccisie in 
dat proces verlor-en gegaan: om dezel:fde nauwkeurigheid t,e be·reiken 
ala bij de herhaalde berekening, zouden 5 cijfers meer nodig geweest 
zijnl 
5. Uit het bovenstaande blijkt wel., dat de nauwkeurigheid., waa11nee 
matrix-processen verricht . · nen worden, zeer sterk van de bouw 
van de matrix afhangt. Om dit quantitatief te nen uitdr\lklren, is 
het begrip ''conditie van een rr1a.trix' 1 ingevoerd Turing, A.M., 1 ···8, 
Quart.J.Mech.Applied Math., 1, 287., 7. 
Voor de conditie kan men ala ''maat'' definieren: 




orde van de matrix 
nor-m van.··· ' 
• 
l·!eeft men op te losaen de vergelijkingen 
-0 
b d i +.· maar geb1·•,.11kt_ men 1. p. v. de exacte tnstrix de · ena er ng , 
waarb1J d:is _ de matrix der afrondtngsfouten is, dan geldt voor 
de oploasing· van 
dat, in eerste benadering 
-1 
0 0 
is dus de kolom der fouten in de oploa.s1ng. 
Neemt men het gemiddelde h1ervan over de e leme11ten van matrix en 
oploss1ng en over alle mogel1jke 1natrices _ , da11 vindt 1nen: 
gem .. coeff. van opl. gem. element in 
waarbij met 1'gemiddelde'1 bedoeld wordt de wortel uit het gemiddelde 
kwadraat. 
ZO 
Met andere woorden: de 
groot. 
b het conditiegetal M 
M 
relatieve statistische :rout wordt N keer 
Dit conditiegetal is voor grote 1natrices vlugge.r te berekenen dan 
N en loopt enigszina parallel aan N. Er is echter niet zo gemakkelijk 
een statistische betekenis aan toe te kennen. 
Ter illustratie volgen hier enige cond1t1egetallen N 
N = 1 de best mogelijke 
-N = .· n 
orthogonale matrix 
'
1willekeurige 11 matrix 
singuliere matrix de slechtst mogelijke ·. 












. 2 2-2 + 
2-J 
I I 2 p· T I 
2b -ac. 
2 ac-b :::i Det 
da.ad N l'i.:.: c ;p 
. . 0 is 






••· bn 2:b -ac 
Voor a, b, c 
en n >>1 1s . :; van het in 2. beschreven type. 
zodat '3 
alechter van cond1tie 1s dan. ·. 2..· 
AnderziJds kan men berekenen, welke n de 
cond1t1e zo goed mogelijk rnaakt. Dit bl1Jkt 
het geval te z1jn 
. . 2 
ac,+ b . N == ""."''"-"· ~,,,,,,,. • 
ac-b l 
·. ·a. 
voor n = • ·. , , waarbi 1 
· .. · 0 ' tJ . 








5 X 5 
15 X 15 
'' 
N M 
matrix voor transforwmatie 
na 
fl voor t1 
ff na '' . . . 7 2 .175. 10 
' 
•• 
In beide gevallen blijkt dus door de transfor1natie van rijen en 
kololT\Jnen 1net maohten van 1 O de condi tie veel beter te zijn geworden. 
Berekent rnen de statistische fout 1n de uitkomst, dan v1ndt n n 
volgens de formule 9•: 




Dat de werkelijke nauwkeurigheid b·eter is den deze waarschijnl1Jke 
waarden, blijkt wel uit de tabel in 4., doch het verschil 1n nauw-
keurigheid van beide rekenprocesaen .. bl1jkt hieruit wel duidelijk. 
6. Conclusie. 
Wanneer rnen bij het oplossen van 
heeft, waarvan 
grootte-orden zijn, verdient 
te lossen de vergelijking 
~ 
• 
t .... ,. 





in plaata hiervan op 
• 
- 7 
De oplossing is dan • 
I 
tArordt zo gekozen, dat de elementen van 
van grootte zijn. De voordelen hiervan zijn: 
* var1 dezelfde orde 
a mzn kan met een constant aantal decirnalen werken en behoeft 
C 
geen machten van 
de checks nnen 
daar de conditie 
10 meer neer te schrijven. 
nauwkeuriger uitgevoerd worden 
~ 
van - beter is dan die van - wordt de 
precisie van het rekenproces grater en kan men, van minder 
decimalen uitgaande, toch een nauwkeurige einduitkomst krijgen 
7. 9em~rkingen. 
met 15 coeffi-
cienten .. '11egenover het voordeel van eenzelfde - voor al dergelijke 
~uncties staat echter, dat bij gebruikmaking van de eigenschappen 
van deze gegeven functies, misschien met minder coefficienten vol-
staan had nen warden. 
Een der grootheden f 
At~O, 
is gelijk aa.n nul voor z = 36, terwijl voor 
blijkbaar ook-+ r, is. Bovendien sohijnt 
lim f 0 




ZOU en wot-den,met 6 coef.fi-
• 
8. Op de volgende paginats treft men aan de matrices -1 , 
. *"-='t1 ~ 
en het hiermee verkr6-





, met de .kolom 
• 
J 
, waarbij geen oplossing ver-



























-1 .86322 .~ 
44.5000 
.. ,1 .86322 
2 7. 846. 1 o 
8 -
• 
' ••' . 
• • 
5495 
10552 .1 O 
10552.1~ 
4 99888 .1 & 
6 -3 7. 151.10 
4 99888.1 o 
· -4 -5 5.0621.10 -3.76062.10 
· -5 6 
-38.8742.10 6.8033.10 
6 -r-r 22.2802.,0- -4.21536.10 
• 
• 
2 ~ 1 000 
3 ~ 1500 
5.4950 
1 . 0552 





2 0 1533 




























- 1134 .1242 
1260.9176 
- 5727 .6937 
913.8963 




















2 3, •. 318.10 
.. 2,138951 
- ,,- V ..,,_._.. -··1 I . 
,,,; , - ·""'"""..., .. 
•• b ., 91 :) . . • 1 
·~\"+) . 
. . ; . 
• ~~)I,.,.". 
,; .~ .. -~ .,.,_, .-,* .,,iii • 
· I ,•1 t..": -• ~ n t,,_,,,~O'j 
,,, .... ,,.•1.1.•r- ,o-3 C: q . \,.I '"'i 7 t:: • . 
.. . 
. . 
,~91 · 5., 10)11 
7,214540 -~1~19:,1 · 
.. 2.:,14237 .. ,,,it.125.4 
2.,:,7 79 
4~454455 
7 637Jt5 ,' 
9.,219076 
4 ,9~,·,001 
. . , . • • , . t,,,.. 
1 , 9; 1 1 • 1 0.... id ill . , 1 00 .• 
, . 9 .· .· • . . "'9 .J . ·. L 
2., .· · 9 • 10 - ., 6. *9 




1 , •5 .. 1 .. 2 .. ; ; • // ' I •,, i • ·1 ·.·••· .·.• ·.. • ' . ' . , ,, .;_ •. ., <1 . . ,._, . ,. ' . . '•. . . . . ' - . 




.10 ii.ii 1 
-.If 
• 10 · 
• I; 
- . 
. . ' 
••• 
' ' ·,- ' ' -· . ' \' ·1 
. . . ,. ' . ,' ' .···• .. • 
. . . 
. . 
. . '. ' ,, '· . . .- . ' . . ' . . . . 
. I . ·. . .• .. . . . . . • . . . 
• 
• 
5., · .. • •· ·· .. · . 
1.,115 It 
-1.6 .· 27 • ,, 
-2.07 .. · Q8 
, . ·-
' J . • .. · 
·s2 I 1t9•9, 
··2 ,9005 
• 





.. 5.5 · .. · .. ·•··• . 
-}.6219-
, 
. , ; 54 




2 .0961 ··. 
l 
.. 2 ~"'~6 i , .,,, ,,,,. _, . .• 
' 
' 



















9, • . 713 
15., 5 · 715 
i 9 :1 J4.6.fl. }02 2,.. ' 
o, ' . 16 
-2 · ,1 • 1 ... · 
45 .,20 
224260,4 .. ··. 
.···T,'5··· 
-1\179.,0269 
- .··.·. 1,,0·. 
., 
1,2 , · 
4, 713;5 
1 ,, .,1 .·· 21108,2576 
~ · 07 ,690,4 
.. 27920~9010 









11 .··. 1., 9064 
5213.,6125 
751,5449 
.. ·•. 78,6922 
10683,856(1 
,- it •"" 591 o., O 14c, 
227, 7282 
205~h84 #211-, 7 
296271, 1044 - 132r.>3,, , . !~4 
34?37,. 11 - 82,10,913"{ 
-- 106268., a2~r7 - '4~i41··1,,, 35 
.. 90363,2. 8 - ~-11+~,64.it5 





- 614,1 -1·9 
.. 101,., 8921 
1003,1204 
47lf.2.,2074 
11606., ,84 .. ·. 05,0761 :, 
1 05 ·. . 1 , ... . , · ·. ,1 • 1 }0:6 22• .. ' 
• 
• 
• 
i 
• 
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• 
• 
• 
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